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(2) 商品は在庫中腐る ζ とはない。
(3) 倉庫は一定の容量B をもっ。
(4) 初期在庫量は A であるロ 。壬 A 孟 B
1) Cahn [4)， P' 1073 
倉庫問題。解法主最適決定申構造 (25) 25 
(5) 発注と納入との聞の遅れを 1期間と仮定する。すなわち，発注は期首に
なされ，納入は期末になされるものとみなす。
(6) t期における発注量を九販売量を y，とする。 t=1，2，...， n 






































しよう。 A，s， J， c(t)， p(t)が与えられると， 問題は与えられた時間内での
利益を最大にするように x(t)と y(t)を決定することである。 1期間の販売
量はゼロから Bまで自由にきめられるとしよう。
これは明らかにダイナミックな問題 Eあるから，依っている期間をいくつか

















(2-4) Xj孟 O，yj:;;;:O i=1，2， ， n 
目的関数としての利潤 H は
(2-5) II~ L.(p;Yj-CjXj) → llì8X 




〔2-1YErJEYf孟B-A i二 1，2， .ω..， n 
?。??〈?? ? ?????〉???? ?? ? ?
と変形される。かくて (2-1)'，(2-2)'， (与のの制約条件を個々に書き下せ
ば以下のようになる。
倉庫問題の解法と最適決定の構造 (27) 27 
X， -y， =三 B-A
Xl+X2 YI-Y2 三B-A 
Xl+X2ートX3 YI-Y2-Y3 三B-A 
・ー .ー..
x，十x，十X3+・ 十X，-YI-Y2アYs一 -Y"三五 B-A 
(2-6) 
y， 喜重 A
X， YlートY2 ~A 
-XI-XZ y，トyzI-y~ =五 A
-XI-XZ-X3ー ・ Xn-l+Yt+Y2+Yaート・ +y局三三A
さらに，乙れらを行列形式に書けば下のく2ー7)のように極めて特徴的な構造
をもコていることがわかるU
2:1 X2 X3 ... X，_l X" Yl _'}I2 YS ... y" 
1 0 0 ... 0 ; -1 0 0... 0 i ~玉 B-A
110 
111 






1 ; -1 ~1 -1 -1 I孟B-A




1 -1 -1 -1 0 111 1 )豆 A







いいかえれば (2ー7)目上半分に対応する双体変数を Ui(i=1， 2， バー，)
とおく。また. (2ー のおよび (2-2)のn個の制約条件，すなわち (2-7)の
下半分に対応する双対変数を町 (i=l.2~ ......• n) とおしかくて，双対問
題は以下のように示される。
(3-1) Z:; u，-Z:; v，孟白 k=l，2， ......， n-l 
.~必叫i
(3-2) Unミ一Cn
(33) EUι十込町ミp" k=l， 2， ...， n 





















む その解法についての厳密な数学的基詩壇づけは Charnes& Co叩 er(5Jだ与えられたのである
が，この文献については筆者は未見である.しかし，その輪郭は Charnes& CO叩 er[6)ある
いは Garvin(7Jで知ることができる。
書庫問題の解法と最適決定。構造 (29) 29 
(4-1) GzzEug k=l. 2， ....... n 
(4-2) 九=込町 kニ 1，2， ...， n 




k=2，3， ….， n 
k=2， 3， ...， n 
でなければならない。新しい変数 Uk，Vk によって前節の (3-1)~(3-4) と同
値な制約条件は次のように表現される。
(4-3) Uk-Vk+l ~三 Cii k=l， 2"..…， ηー1
(4-4) U.二三一C.
(4-5) Uk+ V~ と p， k=l， 2， .... n 
(4-6) U'-' ~と Ub， 1';是 1三Vk k=2，3， ...， η 
(4-7) Ukミ0，Vk ~ 0 k=1，2， ...， n 
一方，目的関数 (3-5)は
(4-8) Z=(B-A)U，+AV，→皿in
と変形される。そこで，問題は (4-3)~(4-7) という制約条件のもとで (4-8)







I u， 這 U2• V1 ~ V2 
l u， ~ 0， V， '" 0 
Uh V1 を除いたすべての Uk • Vk の値が決定済みであるから， 問題全体の最
適解を得るためには， (4-9)の制約条件のもとで， (4-8)を最小にするよう
30 (30) 第 105巻第1・2.3号
な Uh Vrを求めればよいことになるo U1-V1平面に (4-9)の領域を図示
すれば図 4-1a， b， c， dのようになる係十線部分)。
% V，=u.+p且 V， V，=u，トP，
V， 
V，十PrC，
F三 M ト Pl~Cl ト司日 P， 
V， 
o U， V，.-c， U， 
図 4-1a (ちZtfoJ 図 4-1b侍zfC1)




o Vz-c， U. U， o VZ-Cj Ul U， 







a のケ一月 点、 P，
倉庫問題。解法と最適決定申構造 (31) 31 
bのケース 点九
C のケ-;:< 点 P3
dのケース 点九
結局， U1 と V1 を除いたすべての Uh Vk の最適解が求まったと仮定して，
(4-9)のもとで (4-8)を最小にする問題は U，と同をできるだけ小さくす
ることと同f直である。
く4~3)~(4-8) の最適解が求まり，第 l 期末における在庫量が且F であること
がわかったと仮定しよう。ここで，初期在庫量がA'になった乙とと，残りの
n-l期間について最適化するという点を除円ば， 他の ζ とについてはすべて
前と同じ新たな問題に到る。つまり，この新たな問題は次のように与えられる。
(4-10) 
U/一九F+12三-Ck k--'2， 3， • ••••• ， n 
U.'孟ーι
← Ul+Vl孟p， k=2. 3， ..ーー ，n 
U/_1孟 Ul. Vil-l'~ iろ/ k=3， 4， ...， n 
V( 孟 0， Vl 主o kニ 2，3， ー ，n 






Ul=Uk' 九F二%であり， (4-3)~(4-，8)の最適解は U2 と V2 をできるだけ
小さくする乙とによって得られることがわかる。
以上の手順を繰り返せば， (4←3)~(4ーのり問題は，すべての U， と V， を
できるだけ小さくする ζ とによって，最適解に到達することになる。
具体的な解法の手順は以下の stepむように第 π期から第 n-l期へ
第 2期から初期へと，活動を逆にさかのぼっていけばよい。
32 く32) 第105巻第1・2・3号








~tep 3 (1-3) と (1-6)より U，.-1孟V.一C"-l> [ん 1孟U向さらに U"-1
も非負であるから U，-l のと b得る最小値は
U._，=maxCV.ー らー" U.， 0)
である。
~tep 4 (4-5) より V"-l孟 U，-l+九一， (4-6) より比一1孟Vno V"_lも非
負であるから，に←1のとり得る最小値は
v;←1士 max(U.-1 + p.ーb V，け 0)
であるo
s匝p5 step 3と同じ考え方により U.-2の最小値は次式で与えられるο
U"-2ニ max(V"_1-C"_2' Un - 1• 0) 
step 6 step 4と同じようにして，V"-2の最小値は次式で与えられる。




(4-12) V.~ 11lax (U.十P.，0) 
(4-13) U.k=max CVU1-Ck' U.I:+}. 0). k=n-l， n-2， ...， 2， 1 
(4-14) ~弓=max (Uk+p，. Vk+l. 0)， 晶=n-l，匁 -2，...:， 2， 1 









P， -0， P， p町皐-Cn~2 f.' n" ~ -Cn-' -c" Pn 
国 4-2
(4-11)~(4-14) で決定されだ U1 ， V1を (4-8)の目的関数に代入すればZ
















???? ? ??(4-15) 
となり，Pl' PZ， 
一方，もとの問題の円的関数万は，既知のデ タム.P2. .•.• -， . t". C，. C2. 
























(4-16) .2'，=乱y.=a; i=1，2，......， n 







case 1 C;'>Tk>Ck_l kニ 2，3，...， n 
すなわち，いかなる期の販売価格も前期の購入価格より大きく当期の購入価格
より小さい場合である。まず，この仮定のもとにおける最適決定を求めるため
に (4-l1) ~(4-14) のヲロセスを繰り返す。
u.=O V.=乙
U._1=max(p.-c._" 0)=九一ιL.V，.-l二回目 (P.-C.-l+P._" P^， 0) = p. 






























[品=0(k=l， 2， ...， n)， y， =A 
(5-2) 










36 (36) 第 105巻第1. 2 . 3号
前者は次の事実から明らかである。すなわち， • (4-1めから， Pi-Ciの係数
は B，(B-A)， A のいずれかであり，したがって，Yi， Xiは B，(B-A)， A 
のいずれかの値をとることがわかる。 さらに厳密にいうならば x，は Bか
(B-A)のいずれかの値をとり y，はBか Aのいずれかに等しくなるへま















とし、う変換を受けるとしよう。 したがって n段階のすべての決定変数 x"
"'2， ・，X"を決定すれば，状態変数は q，→ q2→・・ → q.吐と順次変換が
町 この点についての証明は数学的帰納法によるが，ここでは省略する。
6) Bellman (3J 





(6-2) Q=h(q" x，)+h(q2， x2)+......+h(q.， x.) 
(37) 37 
を最大にすることを考えよう。 Q を最大にする決定変数の最適解が zグ，x，九
， XI*であるとすれば， それらの最適解を Q に代入して得られる値は，
プロセスの初期状態 q，と段階数 nのみによる関数である。この関数を
λ匂l)=max.max・ tx[h〔い，)+h(q2， X2)十十1叫， x.)] 
と定義すれば，結局，ん(q，)は
f.(q，)=maxl h(q" x，)+max・ma文 maxjh(q2' X2) 
XJ '- .:r筒 L
+h.cq， ，附 H叫 ，xρ}]
となる。 ところで，上式の右辺第2項の由を初期状態として nー 1段階のプ
ロセスから得られる Qの最大値を意味する。したがって，
〔刊 f.ω=mix[h(qh Zl〉十五一1匂2)] 









最大利潤 maxIlは，初期在庫量Aとプロ也スの段階数 n <1)関数であるこ
とは明らかであろう。したがって，
(6-4) f，(A) =max II 




(6-5) f，(A)=max (p，y，-c，x，) 
となり，ここで， Xl， Ylは次の制約条件をみたさなければならない。
I y，;>; A 
(6-6) < x，-y，孟B-A





もl.-. xl と y， が決定すれば，残りの変数についての制約条件は (2-1)~(2ーの
から次のようになる。
(6-7) 五(x;-y;)孟 Bー(A+x，-y，) i=2， 3， ...， n 
(6-8) y，孟A十XI-Yl
(6-9) y;三A+x，-y，+亙(Xj-:お〉 正=3，...， n 
(6-10) Xj ;; 0， y;ミ0
(6→7) の右辺が(6-1)~(6-3) における状態変数 q， に対応する ζ とは容易に
理解されよう問。かくて， β_，(A)とん(A) との再帰的関係として
(6-11) f.(A)=max I p，y，-c，y，+f._，(A+x，-y，) I 
X.，少. L 
を得る。ここで，Xl - Yl は(6-6)の制約条件をみたさなければならないこ
とを忘れてはいけない。(6-11)がわれわれの倉庫問題を動的計画法によって
定式化したときの関数方程式である。
9) したがってI qHl=B-[CA十品x，ω]泊目七スの変換(←1)に対応すあ B
倉庫問題の解法と最適決定の構造 (39) 39 
さて， 関数方程式を設定すれば， あとは動的計画法の逐次計算を施せばよ
い。ただし，決定変数が 2次元の可能領域にある ζ とが，若干，計算を複雑に

























































(7-1) z，=s，ーl-Y. ニ 2，3，...， n 
特に，第1期間中の在庫量は，初期ストックから第 i期の腹売量をヨ|いたもの
に等しい。
(7-2) z， =A -Yl 
第 z期末の在庫量は，その期間中の在庫量にその期の購入量を加えたものに等
しくなければならない。
(7-3) S-;=2;+X. i=l， 2， ••.•••• n 
各期末の在庫量は倉庫のキャパγティ以下でなければならない。
(7-4) s，玉 B zニ 1，2，.，._.， .n 
変数はすべて非負である。




y， y， y，ド ーー一一 _yn
D 
図 7-1
42 ( 42) 第 105巻 第1. 2.3号
以上の制約条件のもとで，利j閏をあらわす目的関数











i=2， 3~ ，ー n
z，十x，三 B Z二 1，2， ， n 
[=-z，ニ A-Yl
x，詮0，Yi 孟 0，Zi詮oi=l， 2， ...， n 
を得るが，制約条件 (7-1)~ (7ー のと (7ー7)は明らかに同値でなければなら
ない。
次に (7ー7)の最初の2つの式より， z，を









i=2.3， ー ，n 
i=1，2， ー ，n 
1:=1， 2， • ， n 
し
倉庫問題の解法と畳適快定の構造 (43 )岨
他方， 目的関数 (7-6)は， (7-8)による z，の消去によって，
(7-10) TT=(p汁呂町)y，+(P2+豆町)y，+... 十(Pn1+Z-fg〕片 1
十(p.+r.)y.
一[(c，十台. JX1+(C2十三心均十 +(c.九 )X"-l+叫]
-AEn 
=I;(p，+I; rj)y，-I;(c，十6rJx;-c"x，-AL: ri→ max 
..1 j=・ i".1 j=i+l .=1 
とあらオつされLることになる。
結局，標準的な倉庫問題に倉庫費用を考慮したわれわれの拡張モデルは，そ




9) は (2-1)~(2-4)とまったく同じものである。 そして，r;=O (i=1， 2， 
， n)とおけば (7-10)は (2-5)に帰着される。したがって，標準的な倉庫
















U，. ~ -c" 
Uk ~ 0，叫 ;;;0
k=l~ 2， .... n-l 
k=l， 2， . ， n 






日+九?;， Pk十j~ rj 
U k-1孟 Uk，Vk-1 ~ V~ 
G 孟 0，Vk孟 O
Z= (B-A) U，十AV，→ mm
島=1，2， ...， n-l 
晶士三1，2， ， n 
k=2，3， ， n
k=1，2， ，..， n 




V，=max (仏十九十九， 0) 
(7-13) Uk=m叫VH1ー 〔ch4JJ〉，仏+1.0] 
k=n-l， n-2， .， 1 
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